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1 Bezüge, Motivationsmögli
hkeitenProjektionen des Raumes auf eine Flä
he tau
hen ni
ht nur wiederholt im S
hulunterri
ht unters
hiedli
herJahrgangsstufen und Fä
her, sondern au
h im �tägli
hen Leben� auf, wobei die zu Grunde liegende Proble-matik in der Regel ni
ht weiter thematisiert (und oft gar ni
ht erkannt) wird:
• Abbildung auf der Netzhaut1: Physikunterri
ht in Klasse 8; Biologieunterri
ht in Klasse 9.
• S
hattenwurf: Physikunterri
ht in Klasse 7, �Hand-S
hattenspiele�
• Lo
hkamera: Physikunterri
ht in Klasse 7. Die formale Darstellung des Gegenstandes als aufre
htstehender Pfeil (�Kerze�) verstellt oft die Einsi
ht, dass es si
h um eine Projektion des Raumes handelt.
• �S
hrägbilder�: ImMathematikunterri
ht tau
hen S
hrägbilder in Parallelprojektion in Klasse 5 (Wür-fel, Quader), Klasse 8 (Prisma), Klasse 9 (Kreiszylinder) und Klasse 10 (Pyramide, Kegel, Kugel) auf.Die zum Erstellen der Zei
hnung erforderli
hen Vorgaben (Verzerrungsri
htung und Verzerrungsmaÿ-stab) ers
heinen hier als willkürli
he Setzungen.Au
h die Pseudo-3D-Skizzen im Oberstufenunterri
ht (Lineare Algebra) zählen hierzu (unters
hiedli
heLage der x1-x2-x3-A
hsen).
• �Perspektive�: Das Thema wird im Kunstunterri
ht behandelt (Kl. 9: �Parallel- und Flu
htperspekti-ve�). Hier tau
ht au
h der Begri� des �Flu
htpunktes� (als willkürli
he Vorgabe) auf.
• Im �tägli
hen Leben� wird auf die Kinoleinwand, den Fernsehbilds
hirm und den Computermonitor(Simulationen, Spiele) projiziert. Dass hier eine Projektion des Raumes statt�ndet, ist in der Regelni
ht bewusst.Au
h bei Sonnenuhren wird eine Parallelprojektion in die Ebene genutzt.2 Sa
hanalyseIm Folgenden sollen diejenigen Grundlagen bereit gestellt werden, die für die hier bes
hriebene Unterri
hts-einheit relevant sind. Eine umfassende Analyse der Projektionsthematik wird ni
ht angestrebt.Die Parallelprojektion stellt einen Grenzfall der Zentralprojektion für einen �unendli
h weit� entfernten Aug-punkt (s.u.) dar. Im Gegensatz zur Zentralprojektion läÿt si
h die Parallelprojektion jedo
h bei geeigneterWahl der Projektionsebene als lineare Abbildung bes
hreiben. Daher wird zunä
hst die Parallelprojektionbetra
htet.Zur Notation:Die genauere S
hreibweise (z.B.)

g = {−→r ǫR3 : −→r = −→p + λ−→w ; λǫR} wird im Folgenden dur
h
g : −→r = −→p + λ−→w abgekürzt.1Die Netzhaut ist gewölbt. Das Modell einer ebenen Flä
he für die Netzhaut ist daher nur eine sehr grobe Näherung, dieaber in Physikbü
hern dur
haus übli
h ist.
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2.1 ParallelprojektionEin beliebiger Punkt −→p des Raumes soll parallel zu einem fest vorgegebenen Ri
htungsvektor −→w in die Ebene
E projiziert werden.
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Der Bildpunkt −→p ′ entsteht dur
h S
hnitt der Projektionsgeraden
g : −→r = −→p + λ−→w mit der Ebene (Normalenform) E :−→n • −→r = d.Einsetzen ergibt:

−→p ′ = −→p +
d −−→n • −→p
−→n • −→w · −→w = M · −→p +

d
−→n • −→w · −→w (1)Die in (1) eingeführte lineare AbbildungM wird vermittelt dur
h die Matrix(
artesis
he Basis):

M =
1

−→n • −→w ·





−→n • −→w − n1w1 −n2w1 −n3w1

−n1w2
−→n • −→w − n2w2 −n3w2

−n1w3 −n2w3
−→n • −→w − n3w3



Also ist die Parallelprojektion genau dann eine lineare Abbildung, wenn als Bildebene eine Ursprungsebene(d.h. d = 0, siehe (1)) gewählt wird (und wenn −→n • −→w 6= 0).Um zu beweisen, dass es si
h wirkli
h um eine Projektion im mathematis
hen Sinne handelt, zeigt man mit(1), dass (−→p ′)′ = −→p ′ oder man benutzt die Matrixdarstellung, um explizit na
hzuweisen dass M2 = M .Damit geht (1) über in:
−→p ′ = −→p −

−→n • −→p
−→n • −→w · −→w = M · −→p (2)2.1.1 SpezialfallFür praktis
he Zwe
ke, insbesondere für den Unterri
ht wird man o.B.d.A. eine der Koordinatenebenen alsProjektionsebene wählen, z.B. die x2-x3-Ebene E23: Für −→n 0 = −→e1 erhält man hier: −→p ′ = −→p − p1

w1

·−→w = M23 ·−→pmit der Projektionsmatrix
M23 =













0 0 0

−w2

w1

1 0

−w3

w1

0 1











2.1.2 Alternative VorgehensweiseBei Darstellung der Projektionsebene in Parameterform:
E : −→r = −→r0 + µ−→u + σ−→v ergibt si
h die Bestimmungsglei
hung

−→p + λ−→w = −→r0 + µ−→u + σ−→v (3)4



Skalarmultiplikation mit −→n : −→u ⊥ −→n ⊥ −→v führt auf die oben erhaltene Formel (1).Soll das Skalarprodukt vermieden werden, so stellt (3) in Komponentens
hreibweise ein Glei
hungssystem fürdie Parameter dar, das z.B. mit dem Gauÿ-Algorithmus oder �zu Fuÿ� gelöst werden kann.Au
h auf die Darstellung der Abbildungsvors
hrift mit Hilfe einer Matrix kann verzi
htet werden.2.1.3 Verzerrungsgröÿen2.1.3.1 Der Verzerrungsfaktor k Er gibt an, um wel
hen Faktor eine senkre
ht zur Projektionsebeneverlaufende Stre
ke verkürzt (bzw. verlängert) ers
heint, d.h.:
k =

∣

∣

∣

−→n 0 ′
∣

∣

∣ = . . . =

√

√

√

√

|−→w |2

|−→n 0 • −→w |2
− 1 = tan(φ)Dabei ist φ der Winkel, den die Projektionsri
htung mit dem Normalenvektor der Projektionsebene ein-s
hlieÿt.Bei Projektion auf die xj -xk-Ebene Ejk vereinfa
ht si
h der Ausdru
k zu

k =
1

|wi|
·
√

w2

j + w2

k.2.1.3.2 Der Verzerrungswinkel α Betra
htet man speziell die Projektion auf die xj-x3-Ebene Ej3(Kavalierprojektion), so ist α der Winkel zwis
hen dem Bild des Ebenen-Normalenvektors −→ei und der xj -A
hse −→ej (j = 1 oder j = 2) :
tan(α) = . . . = w3

wj
, bzw. cos(α) = − wj

k·wi
, sin(α) = − w3

k·wi
(i 6= j).2.1.3.3 Projektionsri
htung Mö
hte man die Projektionsri
htung −→w aus vorgegebenem Verzerrungs-faktor und -winkel erhalten (z.B. zur Konstruktion von Aufgaben), so ergibt si
h aus obigen Formeln z.B.speziell für die Projektion auf E23:

~w0 =
1√

1 + k2
·





1
−k · cosα

−k · sin α



.2.1.4 Zei
hnungskonventionen bei SkizzenFür Handskizzen oder Zei
hnungen wird meist eine Kavalierprojektion (s.u.) in die E13 oder E23 benutzt.Je na
h Lage der Objekte kann die eine oder die andere ans
hauli
her sein. S
hülern ers
heint die letztereMögli
hkeit meist suspekt (die �na
h vorne� auf den Beoba
hter weisende x1-A
hse ist ungewohnt).Im Unterstufenunterri
ht wird oft mit k = 1

2
und α = 45◦ gearbeitet. Das einfa
he Zei
hnen der Tiefen-linien (�diagonal�) wird hier damit erkauft, dass Längen in der Tiefenri
htung ni
ht an den Re
henkäst-
hen abgezählt werden können, sondern abgemessen werden müssen. Ferner ers
heinen beim Würfel die1-3-Flä
hendiagonalen in glei
her Ri
htung wie die Tiefenkanten.Eine etwas gefälligere Darstellung bekommt man mit α ≈ 30◦ [AT82, S. 88℄. Hier ist eine Orientierung amKaropapier aber ni
ht mögli
h, man muss den Winkel abmessen.5
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3Aus [AT84, S. 102℄ kann man folgende Konstruktion entnehmen: DieA
hse, die in die Tiefe weist, wird mit der Steigung 1

2
gezei
hnet; ihreA
hseneinteilung wird den anderen A
hsen entnommen (s. Abb). DieseKonstruktion benutzt k =

√
5

4
≈ 0, 6 und α = arctan(1

2
) ≈ 27◦. Sie hatden Vorteil, dass bei Benutzung von Käst
henpapier Winkelmessungenund Längenmessungen ni
ht erforderli
h sind (zumindest bei �gängigen�Objekten).2.2 ZentralprojektionEin beliebiger Punkt −→p des Raumes soll entlang der Verbindungslinie mit einem fest vorgegebenen �Aug-punkt� −→a in die Ebene E projiziert werden. Die �Projektionsstrahlen� sind hier also � anders als bei derParallelprojektion � ni
ht mehr parallel.
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Der Bildpunkt −→p ′ entsteht dur
h S
hnitt der Projektionsgeraden
g : −→r = −→a + λ · (−→p −−→a ) mit der Ebene (Normalenform) E :−→n • −→r = d.Einsetzen ergibt:

−→p ′ = −→a +
d −−→n • −→a

−→n • (−→p −−→a )
· (−→p −−→a ) (4)Da das Urbild −→p im Nenner ers
heint, ist diese Abbildung ni
ht linear.Alternativ könnte die Projektionsgerade au
h als g : −→r = −→p + λ · (−→p −−→a )angestzt werden. Dies führt dann auf eine etwas andere Darstellung:

−→p ′ = −→p +
d −−→n • −→p

−→n • (−→p −−→a )
· (−→p −−→a ) (5)2.2.1 SpezialfallDie intuitiv nahe liegende Wahl der Projektionsebene als Ursprungsebene (insbesondere Koordinatenebene)führt zu keiner wesentli
hen Vereinfa
hung.Legt man jedo
h den Augpunkt in den Ursprung (−→a =

−→
0 ), vereinfa
ht si
h (4) zu

−→p ′ =
d

−→n • −→p · −→pWählt man (wie oben) eine zu E23 parallele Ebene als Projektionsebene, wird −→p ′ = d
p1

· −→p2.2.2 Flu
htpunkteEs wird die Bildmenge einer Geraden g : −→r = −→r0 + λ−→u unter der Abbildung (4) betra
htet. Setzt man
−→p = −→r ein, so erhält man :

−→p ′ = −→a + (d −−→n • −→a ) ·
−→r0 −−→a + λ−→u

−→n • (−→r0 −−→a + λ−→u )
(6)6



Im Grenzfall2 λ → ∞ wird
−→p ′Flucht = lim

λ→∞

−→p ′ = −→a +
(d −−→n • −→a ) · −→u

−→n • −→uFür den Spezialfall −→a =
−→
0 vereinfa
ht si
h dies zu −→p ′Flucht = d·−→u

−→n •−→u .Damit ist gezeigt: Die Bilder aller Geraden mit glei
her Ri
htung verlaufen dur
h den glei
hen (Flu
ht-)Punkt.Die übli
herweise angespro
henen drei Flu
htpunkte beziehen si
h auf Geraden parallel zu den A
hsen einesorthogonalen Dreibeins.Um die aus dem Kunstunterri
ht bekannte Flu
htpunktkonstruktion zu re
htfertigen, muss no
h gezeigtwerden, dass das Bild einer Geraden wieder eine Gerade ist. Wegen der Ni
htlinearität von (4) bzw. (6) istdies ni
ht selbstverständli
h.Man betra
htet den Verbindungsvektor zweier beliebiger Bildpunkte na
h (6):
−→p ′(λ2) −−→p ′(λ1) = . . . = (Faktor) · −→n × ((−→r0 −−→a ) ×−→u )

(Faktor) ist hierbei ein Skalar, der u.A. von λ1 und λ2 abhängt. Die Ri
htung des Terms ist von λ1 und λ2aber unabhängig. Dies langt um zu zeigen, dass die Menge aller Bildpunkte eine Gerade ist.2.2.3 Übergang zur ParallelprojektionErsetzt man in (5) −→a dur
h λ · −→w , so erhält man
−→p ′ = −→p + d−−→n •−→p

λ·−→n •−→w−−→n •−→p · (λ · −→w −−→p ). Der Grenzübergang λ → ∞ führt unmittelbar auf (1).2.3 Bezei
hnungenDie Bildebene wird oft als Tafel, die Bild�gur als Riss bezei
hnet. Gilt bei einer Parallelprojektion−→w ⊥EBild ,so spri
ht man von einer Normalprojektion, ansonsten von einer s
hrägen Parallelprojektion. Ebenen parallelzur Bildebene heiÿen Hauptebenen.Oft wird in Ar
hitektur und te
hnis
hem Zei
hnen das Koordinatensystem so eingeri
hnet, dass E12 als �Tis
h-�ä
he� bzw. �Erdober�ä
he� vorgestellt wird; −→e3 zeigt dann na
h �oben�. Die Gegenstände bzw. Gebäude, dieprojiziert werden, stehen in der Regel mit ihrem (Fuÿ-)Boden auf einer Hauptebene zu E12, die Seiten�ä
henwerden (wenn mögli
h) parallel zu E23 und E31 ausgeri
htet (auÿer bei den sogenannten Axonometrien). Mannennt dann E12 die Grundrissebene und die beiden anderen Koordinatenebenen Seitenrissebene (Kreuzris-sebene) und Aufrissebene. Die entspre
henden Bild�guren in Normalprojektion sind Grundriss (Draufsi
ht),Seiten- bzw. Kreuzriss (Seitenansi
ht) und Aufriss (Vorderansi
ht).Eine s
hräge Parallelprojektion in die Aufrissebene (i.d.R. E23) heiÿt Kavalierprojektion.Eine s
hräge Parallelprojektion in die Grundrissebene, bei der Stre
ken parallel zu −→e3 in originaler Längeabgebildet werden (k = 1), heiÿt Militärprojektion.2Für den Grenzübergang betra
htet man allgemein die k-te Komponente von (6). Zähler und Nenner des Bru
hes werden nunna
h fallenden Potenzen von λ geordnet und man erhält mit Polynomdivision: (λ · uk + . . .) :
`

λ ·
−→
n •

−→
u + . . .

´

= uk
−→
n •

−→
u

+O
`

1

λ

´
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3 Unterri
htli
he WegeFolgende Kenntnisse sind erforderli
h:
• Geraden im Raum (Punkt-Ri
htungsform und Zweipunkteform)
• Ebenen im Raum (Parameterform)
• S
hnittmengen linearer Gebilde
• (kartesis
he oder a�ne) Koordinaten, SpaltenvektorenDie Ebenendarstellung in Normalenform ist ni
ht unbedingt erforderli
h.Man kann si
h auf die Behandlung der Parallelprojektion bes
hränken.Wurden Drehungen im Raum bereits behandelt, so bietet si
h eine Verknüpfung der beiden Themen an (sieheAufgabensammlung).4 Bisherige ErfahrungenDie Unterri
htseinheit wurde von einer Referendarin und einem Referendar (in einem Fall im Rahmen einerExamenslehrprobe) mit sehr guten Erfolgen dur
hgeführt.4.1 Sommer 1998 (Unterri
htseinheit mit abs
hlieÿendem Unterri
htsbesu
h;Frank Rebeni
h):Die Unterri
htseinheit ist im Rahmen einer LK-Abs
hlusseinheit am S
huljahresende (Spline-Funktionen,Komplexe Zahlen, Parallel- und Zentralprojektion) angesiedelt.Wegen Problemen mit der Zeitplanung des geplanten Unterri
htsbesu
hs musste ein bereits begonnenes S
hü-lerreferat über komplexe Zahlen unterbro
hen werden.Der Ablauf wurde sowohl von S
hülern wie den beteiligten Lehrern positiv bewertet.Der Zeitbedarf betrug sieben S
hulstunden.
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Datum Zeitbedarf Inhalt Hausaufgabe19.6.1998 Einzelstunde Experiment: Projektion des Kantenmodells ei-nes Würfels mit Lampe an die Wand (Tafel).
→ Parallelprojektion als S
hnitt von Geradeund Ebene. Projizierte E
kpunkte einesgegebenen Würfels bei gege-benem Ri
htungsvektor derProjektion bere
hnen und dieAnsi
ht zei
hnen. (Die dazuerforderli
hen Angaben wur-den ad-ho
 gema
ht.)22.6. Doppelstunde ausf. HA-Bespre
hung, Formulierung der Par-allelprojektion dur
h Matrix � Spalten derMatrix sind die Bilder der Basisvektoren. Be-zug zu Drehung des Objekts / CAD keine Hausaufgabe wegen desbevorstehenden Unterri
hts-besu
hs.23.6. Doppelstunde aus organisatoris
hen Gründen musste hier ei-ne Fortsetzung des S
hülerreferats über kom-plexe Zahlen einges
hoben werden �

26.6. Einzelstunde Unterri
htsbesu
h:Zentralprojektion/Perspektive(s. Entwurf unten: lief sehr gut). versu
hen, die Abbildungs-glei
hung als Matrix-Vektor-Glg. zu formulieren(!);Darstellung mit Augpunkt(0;-10;0) und überlegen, waspassiert, wenn der Augpunkt�ins unendli
he"wei
ht.29.6. Doppelstunde ausf. HA-Bespre
hung, Zentralprojektionni
ht dur
h Matrix darstellbar. Rü
kgri� Par-allelprojektion und Na
hweis, dass A ·A = A.Na
hweis: �Bei linearen Abbildungen sindBilder paralleler Geraden wieder paralleleGeraden." Herleitung der Flu
htpunktes ausder Abbildungsglei
hung begonnen. Herleitung der Flu
htpunkteszu Ende bringen30.6. (Doppel)stunde ausf. HA-Bespre
hung (
a. eine Stunde), da-na
h wurde das S
hülerreferat über komplexeZahlen wieder aufgenommen. �4.2 Frühjahr 2000 (Unterri
htseinheit mit abs
hlieÿender Examensstunde; RitaPonndorf):Die Voraussetzungen für diese Unterri
htseinheit waren sehr günstig. Wegen eines Unterri
htsbesu
hs überein anderes Thema kannte die Referendarin die Klasse bereits seit Mitte Dezember 1999 und führte dana
hden Unterri
ht zwe
ks Vorbereitung der Examenslehrprobe nahtlos weiter.Der Ablauf wurde sowohl von S
hülern wie den beteiligten Lehrern positiv bewertet.Der Zeitbedarf betrug zehn S
hulstunden. 9



Datum Zeitbedarf Inhalt Hausaufgabe9.3.2000 Doppelstunde Gegenüberstellung vers
hiedener Geraden-und Ebenenglei
hungen und Methoden derS
hnittpunktermittlung.Präsenzübung: S
hnittmenge Gerade/Ebene(beide in Parameterform) ermitteln.([KHK74℄ S.77 Nr. 1) (Zwei Aufgaben wie Präsenz-übung)([KHK74℄ S.77 Nr. 2,3)13.3. Einzelstunde Beginn Parallelprojektion R3 → R2 (in 2-3-Ebene). Experiment (Würfelmodell, Lampe,S
hirm), Zei
hnung ?
15.3. Doppelstunde Parallelprojektion im R3, Koordinatensystem,Geradenglei
hung der Projektionsgerade,Projektion dur
h S
hnitt mit Glei
hsetzungs-verfahren.Darstellung der Abbildungsvors
hrift alsMatrix-Vektorglei
hung, dabei kurzer Rü
k-gri� auf de�nierende Eigens
haft M ·M = M .Präsenzübung: Ermitteln der Projektions-matrizen für die Abbildung in die 1-2- und1-3-Ebene.

Parallelprojektion einesdur
h E
k-KoordinatenA(2;1;0), B(4;1;0), C(4;3;0),D(2;3;0), E(2;1;2), F(4;1;2),G(4;3;2), H(2;3;2) gegebe-nen Würfels entlang einergegebenen Projektionsri
h-tung u=(1; 0,5; 2) in die2-3-Ebene.16.3. Doppelstunde Wiederholungen zu Linearität, Parallelitätund Abbildung paralleler Geraden unter lin.Abbn. (Pu�er wg. Examenslehrplobe) Prä-senzübung: Projektion einer quadratis
henPyramide (Koordinaten ad ho
 gegeben) ent-lang einer Projektionsri
htung u=(0;-1;0) indie 1-3-Ebene: Bildpunkte bere
hnen undZei
hnung. keine Hausaufgabe wegen derbevorstehenden Examens-lehrprobe
17.3. Einzelstunde Examenslehrprobe:Zentralprojektion in die 2-3-Ebene. Ni
htli-nearität der Abbildung.(s. Entwurf unten: lief sehr gut). Bild der ges
hätztenFla
hda
h-KoordinatenA(-49; 0; 0), B(-4; 0; 0), C(-4;16; 0), D(-49; 16; 0) (alle inm) unter Zentralprojektionmit Augpunkt a=( 1; 5; 4)in die 23-Ebene (Fenster)bere
hnen und zei
hnen.20.3. Einzelstunde Ni
htlinearität der Zentralprojektion, Flu
ht-punkte. Flu
htpunkte der Tiefengera-den beim Da
h eines Häus-
hens (s. Aufgabe Z3 in derAufgabensammlung)22.3. (Doppel)stunde Allgemeine, formale Bere
hnung des Flu
ht-punktes paralleler Geraden in Koordinaten-darstellung (
a. eine Unterri
htsstunde). Da-na
h weiter mit anderem Thema. �
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5 Ausbli
ke, Erweiterungen5.1 SonnenuhrenDer Me
hanismus aller Sonnenuhren besteht im einfa
hsten Fall in der Parallelprojektion (Sonnenstrahlen)einer speziell ausgeri
hteten Halbgerade (Gnomon) auf eine Ebene (Zi�ernblatt). Das eigentli
he mathemati-s
he Problem besteht hier ni
ht in der Projektion, sondern darin, dass die Projektionsebene no
h mindestenseinmal gedreht werden muss (auÿer bei der Äquatorial-Uhr).Die Bes
hreibung einer Unterri
htseinheit zu diesem Thema ist in Vorbereitung.5.2 AnaglyphenDieses Mittel zur räumli
hen Visualisierung von Objekten benutzt die Zentralprojektion von zwei Augpunktenaus.5.3 AutostereogrammeDieses Verfahren erlebte vor einigen Jahren einen allgemeinen Boom (�Magi
 Eye�). Gegenüber den Anagly-phen hat es den Vorteil, dass keine Spezialbrille erforderli
h ist.

11



6 Materialien6.1 Beispiel für einen Unterri
htsentwurfThema der Unterri
htsreihe: Projektion räumli
her Objekte in die EbeneThema der Unterri
htsstunde: Die Zentralprojektion(6. Unterri
htsentwurf in einem Leistungskurs Mathematik, JgSt. 12 vom 26.9.1998, Frank Rebeni
h)6.1.1 Lernziel der Unterri
htsstunde und AblaufplanDie S
hüler sollen das Prinzip der Zentralprojektion begreifen sowie eine allgemeine Formel für die Abbil-dungsvors
hrift aufstellen.Feinziele: Die S
hüler3 sollen ...1. erkennen, dass die Tiefenwirkung bei der Parallelprojektion ni
ht der mens
hli
hen Sehweise entspri
ht,und si
h überlegen, wie eine dieser Sehweise entspre
hende Projektion aussehen müsste.2. die Zentralprojektion als die der mens
hli
hen Sehweise entspre
hende Abbildung begreifen sowie dasAbbildungsprinzip an si
h begreifen:Bildpunkte ergeben si
h als S
hnittpunkte der Li
htstrahlen vom Objekt zum Auge mit der Projekti-onsebene. (V)3. das konkrete Experiment in das abstrakte Konzept der Linearen Algebra übertragen, indem sie dieZentralprojektion als S
hnitt einer Projektionsebene mit bestimmten Projektionsgeraden au�assen.Ebene und Geraden sollen sie mit Hilfe von Vektoren in einem Koordinatensystem bes
hreiben sowieeine Bedingungsglei
hung zum Finden der Abbildungsvors
hrift aufstellen. (I, II, III)4. ausgehend von der Bedingungsglei
hung die Abbildungsvors
hrift für die Zentralprojektion bere
hnen.(IV)die mathematis
he Struktur der Abbildungsvors
hrift sowie den Re
henweg rekapitulieren und, falls no
hZeit bleibt, die mathematis
hen Strukturen von Zentral- und Parallelprojektion verglei
hen. (IV)

3Der Begri� �S
hüler� s
hlieÿt im Folgenden die weibli
hen Kursteilnehmer mit ein.12



AblaufplanUnterri
htsstufen/Sozialformen Aktionsformen des Lehrensund Lernens Lerninhalt Medien ZielHinführungL-S
h-Gesprä
h(frontal) Der Lehrer weist auf die Tatsa
he hin,dass bei der Parallelprojektion die Tie-fenwirkung räumli
her Objekte nur un-zurei
hend wiedergegeben wird, undregt ans
hlieÿend an, über andere Pro-jektionen mit besserer Tiefenwirkungna
hzudenken. Eventuell nennen dieS
hüler hier die ihnen aus dem Kunst-unterri
ht bekannte Zentralprojektion
Abbildungseigen-s
haften der Par-allelprojektion Tafel 1

Erarbeitung 1S
hülerversu
h(frontal)L-S
h-Gesprä
h(frontal)
Ein Drahtgittermodell eines Würfelswird hinter eine Glass
heibe gestellt.Ein S
hüler, der den Würfel dur
h dieS
heibe betra
htet, markiert auf derS
heibe die Abbilder der E
kpunkte desWürfels und verbindet diese Punkte miteinem Stift.

Die Tiefenwirkungwird mit der Par-allelprojektion ver-gli
hen und der Be-gri� Zentralprojek-tion eingeführt.Abbildungsvor-gänge beim �Sehen�
Drahtgitter-würfel,Plexiglas-s
heibe,Klebe-etiketten,Filzstift

2
Erarbeitung 2aL-S
h-Gesprä
h(frontal) An Hand der Entwi
klung einer Ta-felskizze abstrahieren die S
hüler vonder Zentralprojektion beim Experimentauf eine Abbildung f : R3 → R2,bei der si
h die Bildpunkte als S
hnitt-punkte einer Geraden mit einer Projek-tionsebene ergeben.Gemeinsam entwi
keln Lehrer undS
hüler eine Bedingungsglei
hung fürdie Abbildung f.

S
hnittpunkte derBildebene mit denProjektionsgeraden Tafel, farbigeKreide 3
Erarbeitung 2bEinzelarbeit Die S
hüler erre
hnen die Abbildungs-glei
hung

(x1′, x2′, 0) = f(x1, x2, x3)

Abbildungsvors
hriftder Zentralprojek-tion S
hülerhefte 4AuswertungL-S
h-Gesprä
h(frontal) Ein S
hüler trägt seine Re
henergebnis-se vor. Falls no
h Zeit bleibt, wird diegefundene Abbildungsglei
hung mit derder Parallelprojektion vergli
hen. (s.o.) Abbildungs-vors
hrift der Par-allelprojektion Tafel, farbigeKreide 5
Hausaufgabe a) Bere
hne und zei
hne das Bild eines Würfels bei der Zentralprojek-tion an Hand vorgegebener Koordinaten von Würfel, Bildebene undAugpunkt.b) Wie ändert si
h das Bild, wenn der Augpunkt unendli
h weit von derBildebene weggerü
kt wird?13



6.1.2 Analyse der Unterri
htssituation6.1.2.1 Zur Situation der Klasse Den Leistungskurs M211 besu
hen 4 S
hülerinnen und 13 S
hüler.Die meisten Kursteilnehmer sind dem Mentor s
hon aus seinem Unterri
ht in Jgst. 11 bekannt. Dort habe i
hsie au
h in meiner ersten mentorbegleiteten Unterri
htseinheit in Mathematik kennengelernt (Monotoniesatz).Andere S
hüler kenne i
h etwa aus dem Physik-Leistungskurs.Das Arbeitsverhalten ist als äuÿerst zufriedenstellend zu bezei
hnen. Die S
hüler beteiligen si
h rege amUnterri
htsgesprä
h und bringen gute Ideen ein. Man spürt, dass dieser Kurs ledigli
h aus S
hülern besteht,die ein besonderes Interesse an diesem Fa
h haben. Dies zeigt si
h ni
ht zuletzt daran, dass mehrere S
hülerbeim �Tag der Mathematik�, einem Mathematikwettbewerb für S
hülergruppen in Bensheim, teilnahmen.Der Mentor bezei
hnet diesen Leistungskurs als leistungsstark im Verglei
h zu vorhergehenden.Das soziale Klima in dieser Gruppe ist dur
hweg angenehm. Es herrs
ht eine rü
ksi
htsvole Atmosphäre indiesem Kurs, was z.B. daran erkennbar ist, dass die S
hüler öfters Bezug auf die Redebeiträge ihrer Mits
hülernehmen.6.1.2.2 Behandelter Sto� Übereinstimmend mit dem Kursstrukturplan [HKM91℄ wurden in Jahrgangs-stufe 12/1 Ergänzungen zur Di�erentialre
hnung und die Integralre
hnung behandelt, in 12/2 die Analytis
heGeometrie und die Lineare Algebra. Von diesem Sto� des zweiten Halbjahres sind folgende Teilgebiete fürmeine Unterri
htseinheit relevant:
• Lineare Glei
hungssysteme, Gauÿ-Algorithmus, Matrix-Vektor-Darstellung
• Abbildungen im zweidimensionalen Raum (R2) mit Matrizen, speziell au
h Drehungen
• Fixpunktglei
hungen (A2 = A) im R2

• Bild und Kern einer Abbildung
• Ebenen- und Geradenglei
hungen in vers
hiedenen Formen, S
hnitt von Ebenen mit GeradenDen Begri� der Linearen Abbildung kennen die Kursteilnehmer bislang nur aus der Matrizenre
hnung, aberno
h ni
ht als eigenständiges Unterri
htsthema. Die Behandlung mathematis
her Probleme wurde s
honöfters mit Aufgabenstellungen aus der Physik motiviert (z. B. Trägheitsmomente, Strahlenoptik: Punkt- undA
hsenspiegelung)6.1.3 Didaktis
he Überlegungen zur Unterri
htsreihe und zur StundeDie von mir gewählte Unterri
htsreihe �Projektionen räumli
her Objekte in die Ebene stellt innerhalb einesKurses über Lineare Algebra eher einen Exkurs dar. Das Thema bietet si
h gegen Abs
hluss des S
huljahresan, weil sehr viele Themengebiete des bisherigen Unterri
hts no
h einmal aufgegri�en und in neuen Zu-sammenhängen verknüpft werden. Im Rahmen der Einheit werden alle vier S
hlüsselquali�kationen, die derKursstrukturplan für einen Leistungskurs in Linearer Algebra für die Jahrgangsstufe 12 vorgibt, aufgegri�en:�Die S
hülerinnen und S
hüler sollen 14



• Objekte des Ans
hauungsraumes mit Hilfe von Vektoren bes
hreiben und untersu
hen können (I)
• mit Verknüpfungen von Vektoren [..℄ in Anwendungssituationen si
her umgehen können (II)
• räumli
he Sa
hverhalte zei
hneris
h darstellen und Zei
hnungen interpretieren können (III)
• Lösungsmengen linearer Glei
hungssysteme [. . .℄ bestimmen, interpretieren und auf ihre Struktur hinuntersu
hen können� [HKM91, siehe Seite 20℄(IV)Die Unterri
htseinheit wurde von mir anhand von drei Literaturquellen zusammengestellt [AT82, S. 129�℄,[FUH89, S. 78�℄, [FUH87, S. 2�℄. An zwei Beispielen soll die grundsätzli
he Vorgehensweise beim Projizierenerarbeitet werden. Als erstes Beispiel wählte i
h die Parallelprojektion. Diese ist grundlegend für das Ver-ständnis von CAD-Zei
henprogrammen. Es s
hlieÿt si
h als zweites Exempel die Zentralprojektion an, diezum Verständnis der räumli
hen Darstellung etwa bei Computerspielen grundlegend ist. Da hiermit Bezü-ge zur auÿers
hulis
hen Erfahrungswelt der S
hüler ges
ha�en werden und überdies mehrere S
hüler selbstprogrammieren, wirkt dieser Themenberei
h bestimmt motivierend auf die Lerngruppe.Das Lehrbu
h der S
hüler [AT82℄ behandelt die Matrizen der Art A2 = A sehr ausführli
h und legt somiteinen anderen S
hwerpunkt. Zentralprojektionen werden dagegen ni
ht erwähnt.Die beiden Lehrgänge für Informatikstudenten an einer Fernuniversität [FUH89℄, [FUH87℄ sind für einenEinbli
k in die Materie, so wie i
h ihn mit dieser Einheit geben mö
hte, zu umfangrei
h und teilweise zuanspru
hsvoll.Die Einheit umfasst fünf Stunden.Zunä
hst wird an Hand der Parallelprojektion erarbeitet, wie man prinzipiell räumli
he Objekte auf eineEbene (z. B. den Computerbilds
hirm) projizieren kann. Dana
h wird untersu
ht, wie diese Objekte gedrehtund von vers
hiedenen Seiten betra
htet werden können. Auÿerdem wird eine Eigens
haft der Projektions-matrizen wieder aufgegri�en, die den S
hülern bei Fixpunktglei
hungen im zweidimensionalen Raum s
honbegegnet ist: A2 = A.Die heutige Stunde ist die vierte der Einheit. In dieser Stunde soll die Zentralprojektion behandelt werden.Dieses Stundenthema tangiert auÿer der Mathematik ni
ht weniger als drei Unterri
htsfa
her der S
hüler undkann somit zu Re
ht mit dem Attribut �fä
herverbindend� belegt werden:
• Kunst (perspektivis
hes Zei
hnen, �Flu
htpunktgeometrie�)
• Biologie (Vorgänge beim mens
hli
hen �Sehen�)
• Physik (Strahlenoptik)�Unterri
ht sollte so gestaltet werden, dass die S
hüler Anwendung und Praxisbezug erfahren. Dies kannges
hehen, indem man [...℄ Querverbindungen zu Naturwissens
haften und Te
hnik, [und zur℄ Kunst [...℄aufgreift.� [HKM91, S. 2℄In der Abs
hlussstunde sollen die beiden Projektionen miteinander vergli
hen werden. Hier mö
hte i
h ni
htnur auf die mathematis
hen Strukturen eingehen (die Parallelprojektion stellt im Gegensatz zur Zentralpro-jektion eine lineare Abbildung dar), sondern au
h auf die geometris
he Verwandts
haft: die Parallelprojektiongeht aus der Zentralprojektion dur
h das Vers
hieben des Augpunktes �ins Unendli
he� hervor.15



6.1.4 Methodis
he Überlegungen zur StundeDer geplante Verlauf der heutigen Unterri
htsstunde orientiert si
h an den Grundsätzen der genetis
henLehrmethode4, so wie sie Wittmann de�niert:�Eine Darstellung einer mathematis
hen Theorie heiÿt genetis
h, wenn sie an den natürli
hen erkenntnistheo-retis
hen Prozessen der Ers
ha�ung und Anwendung von Mathematik ausgeri
htet ist.� [WIT81, S. 131℄Ausgehend von den glei
hen Überlegungen, die Künstler im Mittelalter zur Erfors
hung der Perspektiveheranzogen, ers
ha�en bzw. entde
ken die S
hüler anhand des S
hülerversu
hs die Grundsätze der Zentral-projektion neu und übertragen diese in das neuzeitli
he Konzept der Linearen Algebra, wobei die praktis
heAnwendung des Lehrgegenstandes (z. B. räumli
he Darstellung von Objekten auf dem Computerbilds
hirm)stets motivationserhaltend den Hintergrund bildet.Zu Beginn der Stunde greift der Lehrer die in den vorigen Stunden behandelte Parallelprojektion auf. DieThematisierung der Tiefenwirkung dieser Projektion dient einerseits dem Anknüpfen die vergangenen Stun-den, andererseits der Hinführung zur Problemstellung der heutigen Stunde: Gibt es Projektionen mit bessererTiefenwirkung?Der ans
hlieÿende S
hülerversu
h führt den S
hülern das Prinzip der Zentralprojektion �vor Augen�. Einsol
her Versu
h ist angebra
ht, bevor zu einer zweidimensionalen Tafelskizze übergegangen wird, da es si
hum komplizierte räumli
h - geometris
he Zusammenhänge handelt. Nur wenn an dieser Stelle die Abbildungals �S
hnitt bestimmter Li
htstrahlen mit einer Projektionsebene� von den Kursteilnehmern erkannt wird,ist au
h gewährleistet, dass letztere in der Folgephase den Sa
hverhalt abstrahieren können.Alternativ könnte man au
h ein räumli
hes Objekt direkt dur
h das Klassenraumfenster betra
hten und dieKlebepunkte auf der S
heibe anbringen. Dieser Weg s
heitert hier am Fehlen geeigneter Objekte auÿerhalbdes Klassenraumes. Man könnte au
h mittels einer Experimentierleu
hte den S
hattenwurf des Drahtgit-terwürfels auf die Tafelebene projizieren. Diese Vorgehensweise hat den Na
hteil, dass ihr der Bezug derZentralprojektion zum �mens
hli
hen Sehen� fehlt.In der Erarbeitungsphase 2a übertragen die S
hüler das konkrete Experiment in das abstrakte Konzeptder Linearen Algebra. Hierzu ist zunä
hst das Erstellen einer Tafelskizze dienli
h. Allein diese zu erstellen,bedarf von den S
hülern ein hohes Maÿ an räumli
hem Vorstellungs- und Abstraktionsvermögen. Zusätzli
hmüssen die S
hüler jetzt mit abstrakten Begri�en wie Ebene, Gerade, S
hnittpunkt usw. operieren, diesemathematis
h mittels Vektoren in einem Koordinatensystem darstellen und eine Bedingungsglei
hung zumFinden der Abbildungsvors
hrift aufstellen. Dieser komplexe Arbeitsauftrag ist am besten in gemeinsamerGroÿgruppenarbeit an der Tafel zu erledigen, wobei ein S
hüler an der Tafel agiert und die Mits
hüler ihmhelfen. Meiner Erfahrung na
h ist das Arbeiten in dieser Sozialform für diese Gruppe besonders fru
htbar,da, wie s
hon in der Bes
hreibung zur Lerngruppe bes
hrieben, die Beteiligung am Unterri
htsgesprä
h sehrho
h ist.Der Lehrer agiert hierbei ni
ht nur als Moderator, sondern führt au
h, zurü
khaltend lenkend, den Prozessvoran.Im folgenden Unterri
htss
hritt stellt das explizite Erre
hnen der Abbildungsvors
hrift für Leistungskurs-s
hüler - na
h dieser anspru
hsvollen Vorarbeit - nur no
h eine Routineaufgabe dar, die Übungs- und Wie-derholungs
harakter hat und zügig in Einzelarbeit erledigt werden kann.4Zu Theorie und Praxis des genetis
hen Konzepts siehe au
h [ML97℄.16



In der Auswertungsphase trägt ein S
hüler seine Re
hnung dem Plenum vor. Dabei soll si
h die Auswertungni
ht auf das bloÿe Verglei
hen der S
hülerergebnisse bes
hränken. Wenn au
h nur kurz, so muss do
h diemathematis
he Struktur der Lösung analysiert und der Re
henweg rekapituliert werden. Wenn es die Zeiterlaubt, kann diese Projektion mit der Parallelprojektion vergli
hen und ein Ausbli
k auf die Anwendungs-mögli
hkeiten gegeben werden.Die Hausaufgabe dient in idealer Weise als Verbindungsglied zwis
hen der heutigen und der nä
hsten Stunde,greift sie do
h in ihrem ersten Teil auf das Stundenergebnis zurü
k, um in ihrem zweiten Teil auf das Themader letzten Stunde der Einheit vorzubereiten.
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6.2 Beispiel für einen Unterri
htsentwurf (Examenslehrprobe)Thema der Unterri
htsreihe: Projektionen im dreidimensionalen RaumThema der Unterri
htsstunde: Die Zentralprojektion(Examens-Unterri
htsentwurf in einem Leistungskurs Mathematik, JgSt. 12 vom 17.3.2000, Rita Ponndorf)6.2.1 Analyse der Unterri
htssituation6.2.1.1 Bild des Kurses I
h unterri
hte den Kurs 12/5 seit Dezember 1999 im Fa
h Mathematik unterAnleitung meines Mentors. Dieser Leistungskurs wird von 3 S
hülerinnen und 9 S
hülern besu
ht. Auf Grundder geringen Kursteilnehmerzahl haben die S
hüler5 und i
h uns in dieser Zeit gut aneinander gewöhnt.Die Arbeitsatmosphäre im Unterri
ht ist angenehm, was au
h auf das gute Sozialverhalten der S
hüler zurü
k-zuführen ist. Das ist besonders in Stillarbeitsphasen bemerkbar, in denen sie si
h oft gegenseitig unterstützen.Mit mündli
hen Beiträgen aus den eigenen Reihen können die S
hüler rü
ksi
htsvoll, aber au
h kritis
h um-gehen. Leider erfolgt dies no
h zu selten aus eigenem Antrieb. Hier wird versu
ht, dur
h gezielte Impulsedes Lehrers bzw. Weitergabe von Fragen oder au
h Antworten an die anderen Kursteilnehmer, Diskussionenzwis
hen den S
hülern zu provozieren.Die mündli
hen Unterri
htsaktivitäten bes
hränken si
h fast auss
hlieÿli
h auf die männli
hen Kursteilneh-mer. Das ist nur zum Teil dur
h die S
hü
hternheit der Mäd
hen begründet. Zwei der S
hülerinnen sindmir bereits aus meinem eigenverantwortli
hen Unterri
ht im vorigen S
huljahr bekannt. S
hon in dieser Zeitarbeiteten sie vorrangig s
hriftli
h mit. Die dritte S
hülerin hat im Themenberei
h �Lineare Algebra� zahl-rei
he Stunden gefehlt, so dass hier momentan ein Leistungsausfall zu verzei
hnen ist. Von Lehrerseite wirdversu
ht, dur
h gezieltes Anspre
hen der S
hülerinnen diese aktiv in den Unterri
ht einzubeziehen. Jedo
hist hier Vorsi
ht geboten, da eine ni
ht erbra
hte mündli
he Leistung von den Mäd
hen als Peinli
hkeit emp-funden werden könnte und dann demotivierend wirken kann. Leider ist die Wahrs
heinli
hkeit hierfür sehrho
h, denn die S
hülerinnen zählen zu den leistungss
hwa
hen Kursteilnehmern.Die Jungen in diesem Leistungskurs stehen mathematis
hen Erarbeitungen aufges
hlossen und mit Interessegegenüber. Sie können neue Problemstellungen erkennen und sind motiviert, diese genauer zu untersu
hen.Jedo
h besteht in diesem Kurs die S
hwierigkeit, dass die meisten S
hüler bei jeder Aufgabe �das Radneu er�nden� wollen, anstatt auf bereits erarbeitete Kenntnisse zurü
kzugreifen. Ursa
he hierfür ist u.a.die mangelnde Verfügbarkeit von Vorkenntnissen. Diese Problematik zeigte si
h besonders deutli
h in denbisher ges
hriebenen Leistungsna
hweisen. Die Ergebnisse der Klausuren stehen in keinem Verhältnis zuden mündli
hen Leistungen der männli
hen Kursteilnehmer. Aus diesem Grund besteht bei vor allem beiErarbeitungen im Unterri
htsgesprä
h das Problem, dass die Lehreraktivitäten höher sind, als es für einenLeistungskurs angemessen ist. Damit soll vermieden werden, dass die S
hüler si
h in Grundlagendiskussionenverlieren.Die genannten Aspekte spielen au
h für die geplante Stunde eine Rolle und werden in den didaktis
hen undmethodis
hen Überlegungen no
h einmal aufgegri�en.6.2.1.2 Stellenwert der Stunde in der Unterri
htsreihe Die Unterri
htsreihe Projektionen im drei-dimensionalen Raum umfasst se
hs Stunden. Die ersten drei Stunden beinhalteten die Parallelprojektion des5Hier und im Folgenden sind mit �die S
hüler� sowohl S
hüler als au
h S
hülerinnen gemeint.18



dreidimensionalen Raumes auf eine von den Koordinatena
hsen aufgespannte Ebene (Koordinatenebene).Dabei erfolgten die Betra
htungen in Analogie zu den linearen Abbildungen in der Ebene. Für die Projektionin die Koordinatenebenen stellten die S
hüler Abbildungsvors
hriften in Form von Projektionsmatrizen auf.Die folgende Doppelstunde soll die Unterri
htsreihe abs
hlieÿen. Dabei erfolgt die Betra
htung und Bere
h-nung von Flu
htpunkten, die bei der Zentralprojektion in den Bildebenen entstehen.Na
h der Betra
htung der Zentralprojektion soll herausgearbeitet werden, dass die Parallelprojektion als Spe-zialfall angesehen werden kann. Sie geht aus der Zentralprojektion hervor, indem der Augpunkt ins �Unendli-
he� vers
hoben wird. Von der heutigen Stunde wird also eine Verbindung zu den Erarbeitungen der vorheri-gen Stunden ges
ha�en. Ebenso werden von heute ausgehend weitere Begri�sbildungen und -untersu
hungenvorgenommen. Die heutige Stunde stellt somit den Kern der Unterri
htsreihe dar.6.2.2 Sa
hanalyseIn guter Näherung ist jedes Bild, das in unserem Auge auf der Netzhaut erzeugt wird, eine �Zentralperspek-tive Abbildung� [SEE97℄ oder au
h Zentralprojektion. Diese stellt eine spezielle Abbildung eines räumli
henObjektes in eine Ebene dar. Bei der Parallelprojektion werden alle Punkte des Raumes entlang paralleler Ge-raden abgebildet. Bei der Zentralprojektion hingegen wird jeder einzelne Punkt des abzubildenden Objektesmit dem sogenannten Augpunkt (z.B. einer punktförmigen Li
htquelle) dur
h eine Gerade verbunden. DieseGeraden sind o�ensi
htli
h ni
ht zueinander parallel und laufen in einer �zentralen Stelle� zusammen. Wenndiese Projektionsgeraden eine Ebene s
hneiden, erzeugen sie dort eine Zentralperspektive Abbildung.Die Koordinaten der Bildpunkte können lei
ht bere
hnet werden, da sie gerade die S
hnittpunkte der jeweilsbetra
hteten Gerade mit der Ebene sind. Da si
h für alle Verbindungen zwis
hen Original- und Bildpunktenneue Geradenglei
hungen auf Grund vers
hiedener Ri
htungen ergeben, müssen die Koordinaten eines jedenBildpunktes separat bere
hnet werden. Hier besteht der wesentli
he Unters
hied zur Parallelprojektion. Beidieser werden alle Punkte des Raumes in die selbe Ri
htung, also dur
h die glei
he Abbildungsvors
hrift aufdie Ebene projiziert. Die Bildpunkte können somit dur
h die Anwendung einer Projektionsmatrix bestimmtwerden.6.2.3 Didaktis
he AnalyseAn meiner Ausbildungs
hule wird in der Jahrgangsstufe 12 II das Kursthema Analytis
he Geometrie undLineare Algebra behandelt. In den Kursstrukturplänen für die gymnasiale Oberstufe [HKM91, S. 20/21℄ wirddieses Kursthema in zwei groÿe Themen unterteilt: die analytis
he Geometrie des R3 und die Linearen Glei-
hungssysteme. Für den Leistungskurs ist mindestens ein drittes Thema verbindli
h, wobei keine bestimmteReihenfolge bei der Behandlung der Themen vorgesehen ist. Die bes
hriebene Unterri
htsreihe beinhaltet dieweiteren Themen Matrizen und Abbildungen und Sa
hprobleme aus vers
hiedenen Gebieten, wobei diese inder heutigen Stunde miteinander verknüpft werden sollen.Das Thema Zentralprojektion wird in keinem der mir zugängli
hen S
hulbü
hern betra
htet. In den Bü
hernder S
hüler wird in ans
hauli
her Darstellung die Parallelprojektion sowohl im zwei- [KHK74, S. 35℄ als au
him dreidimensionalen Raum [AT84, S. 50℄ bes
hrieben. In der Ausgabe des Cornelsen-Verlages [KL93℄ werdenProjektionen zur Lösung von Abstandsaufgaben herangezogen. Die alte Ausgabe von Lamba
her S
hweizer[SCH70, S. 72℄ bes
hreibt in wenigen Sätzen die Zentralprojektion, bes
hränkt si
h dann jedo
h auf dieBetra
htung der Parallelprojektion. 19



I
h halte die Behandlung der Zentralprojektion trotz ihres Ni
hters
heinens in der S
hulbu
hliteratur fürwi
htig und mö
hte die Worte von Günter Seeba
h anführen:�Unsere Welt ist dreidimensional, die Bilder jedo
h � insbesondere auf den Bilds
hirmen � sind zweidimen-sional. Der Umgang mit sol
hen Bildern setzt somit ein gut entwi
keltes Vorstellungsvermögen voraus. Sol
heFähigkeiten spielen wohl deshalb au
h eine groÿe Rolle bei Eignungstests (...). In der S
hule sollten deshalbWege aufgezeigt werden, sol
he Fähigkeiten zu entwi
keln (...).� [SEE97℄Des Weiteren ist der fä
herübergreifende Aspekt der Zentralprojektion hervorzuheben. Sie spielt ni
ht nur imFa
h Mathematik eine Rolle, sondern besitzt einen ebenso hohen Stellenwert in der Kunst (perspektivis
hesZei
hnen). Sie ist Teil der Vorgänge beim mens
hli
hen �Sehen� in der Biologie und ebenso fester Bestandteilder Strahlenoptik in der Physik (vgl. Unterri
htsentwurf Rebeni
h, s.o.). Der wohl aktuellste Anwendungs-bezug ist in der Informatik zu �nden. Der Darstellung räumli
her Objekte z.B. bei Computer-Graphik- undDesignprogrammen und deren Variationen je na
h �Bli
kwinkel� auf dem Monitor liegen Bere
hnungen zurZentralperspektiven Abbildungen zugrunde. Somit trägt diese Stunde dazu bei, �dass die S
hüler Anwendungund Praxisbezug erfahren� [HKM91, S. 2℄. Auÿerdem kann hiermit �Bedeutung und Nutzen der Mathematikfür andere Wissensgebiete deutli
h� gema
ht werden [HKM91, S. 1℄ und somit die fa
hbezogene Motivationder S
hüler gestärkt werden.Obwohl generell von einer intrinsis
hen Motivation der S
hüler ausgegangen werden kann, soll ein einfa
hesExperiment dazu dienen, die Lerngruppe für den Unterri
htsgegenstand zu interessieren. Dabei vermeidei
h absi
htli
h den Einsatz eines Computers, obwohl dur
h diesen die Zentralperspektive Abbildung undbesonders der Ein�uss der Position des Augpunktes auf die Gestalt des Bildes s
hnell und exakt dargestelltwerden kann. Jedo
h geht dur
h das Medium Computer die Natürli
hkeit der Zentralprojektion verloren, dievon uns ganz unbewusst tägli
h wahrgenommen wird.In der Phase der Problemanalyse muss die Zielsetzung dahingehend eingegrenzt werden, dass im Unterri
htnur Projektionen von räumli
hen Objekten in eine Ebene betra
htet werden. Somit kann die Abbildungauf die Netzhaut in unserem Auge zwar als Anwendungsbeispiel benannt werden, jedo
h ist hier eine di-daktis
he Reduktion vorzunehmen. Die Pupille des Auges muss als Augpunkt angesehen werden und eineEbene zwis
hen Objekt und Auge als Bildebene hinzugefügt werden. Der Grund hierfür liegt darin, dass dieNetzhaut des Auges als Halbkugel anzusehen ist. Das Aufstellen einer Abbildungsvors
hrift für die Zentral-projektion ist den S
hülern s
hon deshalb ni
ht mögli
h, weil sie bisher kein entspre
hendes Verfahren fürgekrümmte Flä
hen kennen gelernt haben. In allen Stunden der Unterri
htsreihe wird so verfahren, dass dasKoordinatensystem so zwis
hen Augpunkt und Objekt positioniert wird, dass die Abbildung stets in eineKoordinatenebene erfolgt.Die heutige Stunde dient ni
ht nur der Untersu
hung von Zentralperspektiven Abbildungen, sondern verlangtin vers
hiedener Weise die Anwendung bereits erlernter Fertigkeiten. Dazu zählen insbesondere das Aufstelleneines Glei
hungssystems dur
h Glei
hsetzen von Geraden- und Ebenenglei
hung, die Parameterbestimmungund die Koordinatenbere
hnung. Auf Grund der bes
hriebenen S
hwierigkeiten der Lerngruppe bei der Ver-wendung bekannter Te
hniken müssen diese Ziele explizit bei der Planung der Stunde berü
ksi
htigt werden.6.2.4 LernzieleHauptlernziel der Unterri
htsstunde:Die S
hüler können die Bildentstehung bei der Zentralprojektion bes
hreiben und eine Abbildungsvors
hriftangeben. 20



Allgemein fa
hspezi�s
he Lernziele:Die Stunde soll im Einzelnen dazu beitragen, dass die S
hüler......ein Freihandexperiment dur
hführen und beoba
hten können....Analogiebetra
htungen zu bereits erarbeiteten Sa
hverhalten vornehmen können....ihr Abstraktionsvermögen dur
h die Skizzierung eines Abbildungsvorganges s
hulen und anwenden können....bekannte Vorgehensweisen auf neue Problemstellungen übertragen können.Fa
hspezi�s
he Lernziele:Die S
hüler sollen in dieser Stunde......die Projektion an einer konkreten Handlung erfahren....erkennen, dass das Bild bei der Zentralprojektion si
h von dem der Parallelprojektion vor allem dadur
hunters
heidet, dass einige Bildgeraden (die Tiefenlinien) ni
ht mehr parallel verlaufen....die Bildentstehung bei der Zentralprojektion skizzieren....die Bildpunkte als S
hnittpunkte der Projektionsgeraden mit der Ebene erkennen....Ebenen- und Geradenglei
hungen aufstellen, glei
h setzen und das Glei
hungssystem zur Problemlösungnutzen können. (Minimalziel)...die erarbeitete Abbildungsvors
hrift mit der für die Parallelprojektion verglei
hen und wesentli
he Unter-s
hiede herausarbeiten. (Maximalziel)6.2.5 Methodis
he Analyse6.2.5.1 Methodis
he Alternativen Die Lerngruppe wird in Gruppen geteilt, von denen jede einenGegenstand dur
h eine Glass
heibe betra
hten und den Umriss auf der S
heibe na
hzei
hnen soll. In dasKlassenzimmer wird ein Koordinatensystem so �hineingelegt�, dass das Objekt und der eigene Standpunktdur
h Koordinaten bes
hreibbar werden. Die Glass
heiben werden so positioniert, dass sie als Koordinate-nebenen angesehen werden können. Die Erarbeitung der Bildentstehung bei der Zentralprojektion kann alsovon den S
hülern in Gruppenarbeit dur
hgeführt werden.I
h halte die Erarbeitung in eigenständiger Gruppenarbeit in dieser Lerngruppe für ungeeignet. Der wesent-li
hste Grund hierfür liegt in der in der Lerngruppenanalyse bes
hriebenen S
hwierigkeit der Anwendungbekannter Sa
hverhalte. Die betra
htete Methode sollte erst in späteren Unterri
htseinheiten angewendetwerden, wenn die S
hüler eigenständiger bezügli
h des Transfers mathematis
her Sätze auf neue Problem-stellungen arbeiten.Eine weitere Alternative besteht in dem in der Didaktis
hen Analyse bereits erwähnten Computereinsatz.Dieser könnte zur Motivation für den Unterri
htseinstieg dienen und im weiteren Stundenverlauf immer wiederzur Ans
hauung herangezogen werden. Die Anwendung könnte derart erfolgen, dass die S
hüler die Bildpunkteeines gegebenen Objektes bei gegebenen Augpunktkoordinaten mit einem Computeralgebrasystem bere
hnenund ans
hlieÿend graphis
h darstellen lassen.I
h mö
hte au
h diese Idee verwerfen, da die Voraussetzungen bezügli
h der Fertigkeiten der S
hüler imUmgang mit dem Computer sehr inhomogen sind. Zudem halte i
h es in diesem Kurs vorerst für wi
htiger,die Anwendung manueller Fertigkeiten hinsi
htli
h mathematis
her Problemstellungen zu routinieren.21



Eine dritte Mögli
hkeit besteht darin, das Thema Zentralprojektion vorrangig im Unterri
htsgesprä
h zuerarbeiten. Die Motivation der S
hüler für den Lerngegenstand kann dur
h eine Handlung erfolgen, wel
hedas Na
hzei
hnen eines Gegenstandes (s. Alternative a)) beinhaltet. Im weiteren Verlauf der Stunde wer-den im Unterri
htsgesprä
h die Vorgänge bei dieser Abbildung sowie die Bere
hnungsmögli
hkeiten für dieBildpunkte diskutiert. Hier sollen von den S
hülern vor allem Transferleistungen zu der bereits bekanntenParallelprojektion erbra
ht werden.I
h habe mi
h für Alternative 
) ents
hieden, da sie den Ansprü
hen der Lerngruppe am ehesten gere
htwird. Im folgenden Abs
hnitt soll das geplante Vorgehen genauer analysiert werden.6.2.5.2 Methodis
he Überlegungen zur Stunde Der Unterri
htseinstieg soll dur
h ein Freihandex-periment erfolgen.�Die S
hüler sollen, wann immer und wo immer dies mögli
h ist, im handelnden Umgang mit dem neuenThema an si
h selbst erfahren oder erproben können, wo das neue Thema für sie interessant ist, (...) wo sieno
h was Neues lernen, wo sie Vertrautes in Erinnerung rufen können.� [MEY89, S. 133℄I
h habe einen sol
hen handelnden Unterri
htseinstieg gewählt, weil dadur
h der Anwendungsbezug der Zen-tralprojektion in unserer Umwelt besonders deutli
h wird. Auÿerdem haben in dieser Phase die S
hülerinnendie Mögli
hkeit, aktiv in das Unterri
htsges
hehen einzugreifen. Sollte si
h keines der Mäd
hen für die Ver-su
hsdur
hführung melden, werde i
h eine S
hülerin zur Handlung au�ordern. Das soll dazu beitragen, dassdie Mäd
hen ihre S
hü
hternheit gegenüber den zahlenmäÿig überlegenen Jungen abbauen und zu eigenenStellungnahmen bereit sind.In dem Einstiegsexperiment geht es darum, die Umrisse eines dur
h die Fenster si
htbaren Gebäudes auf dieFensters
heibe zu malen. Alternativ kann au
h ein Drahtgitterkörper dur
h eine Glass
heibe betra
htet undna
hgezei
hnet werden. I
h bevorzuge die erste Variante, da hier die bereits angespro
hene Natürli
hkeit derZentralprojektion am deutli
hsten wird.Die folgende Phase dient der Auswertung des Experiments und der Hinführung zum S
hwerpunkt der Un-terri
htsstunde. Die S
hüler sollen das entstandene Bild mit der Bildentstehung bei der Parallelprojektionverglei
hen, um Unters
hiede aber au
h Gemeinsamkeiten herauszuarbeiten. Das Gesprä
h in dieser Unter-ri
htsphase soll vor allem dazu dienen, dass die S
hüler die von der Parallelprojektion bekannte Problemlöse-strategie auf die heutige Problemstellung transferieren. Mögli
herweise sind dazu Hilfestellungen meinerseitsnötig. Deshalb wird das Lehrer-S
hüler-Gesprä
h die vorherrs
hende Sozialform in dieser Phase sein.Der gröÿte Teil der Stunde dient der Erarbeitung, wobei die drei Erarbeitungsphasen unters
hiedli
hen Cha-rakter besitzen (na
h [MEY89, S. 151�.℄). Die erste Phase dient der Aufarbeitung der vorher analysiertenSa
hverhalte in mathematis
hem bzw. geometris
hem Zusammenhang. Die Darstellung der Projektion ander Tafel verlangt ein hohes Abstraktionsvermögen, da hier die Abbildung eines räumli
hen Objektes in eineEbene bereits in einer Ebene (der Tafel) erfolgen soll. Die Verans
hauli
hung in Form einer Verlaufsskizzehalte i
h für nötig, da sie die folgende Erarbeitung erlei
htern wird. Ein S
hüler soll den Abbildungsvorgangmit Hilfe der anderen S
hüler an der Tafel skizzieren. Aus diesem Grund soll das S
hüler-S
hüler-Gesprä
hdiese Phase 
harakterisieren.Die nä
hste Erarbeitungsphase kann als Arbeit an der Lernaufgabe bes
hrieben werden. Hier soll im Gesprä
heine Problemlösestrategie entwi
kelt werden, wobei in ähnli
her Weise verfahren werden soll wie bei derAufstellung einer Abbildungsvors
hrift für die Parallelprojektion. Diese Unterri
htsstufe wird im Lehrer-S
hüler-Gesprä
h gestaltet, wobei si
h die Lehreraktivitäten auf Impulse und die Entwi
klung des Tafelbildesbes
hränken sollen. 22



Die dritte Erarbeitungsphase beinhaltet die Stufe der Lösung. Hier haben die S
hüler die Aufgabe, in Einzel-oder Partnerarbeit den erarbeiteten Lösungsansatz fortzuführen und eine Abbildungsvors
hrift für die Zen-tralprojektion in eine Koordinatenebene aufzustellen.Jede der Erarbeitungsphasen soll dur
h eine kurze Ergebnissi
herung abges
hlossen werden. Diese erfolgtjeweils dur
h die Vervollständigung des Tafelbildes meinerseits bzw. Rekapitulation der erarbeiteten Sa
h-verhalte dur
h die S
hüler. Somit erhalten die S
hüler einen Überbli
k über das von ihnen Geleistete. Zudemspiegelt das Tafelbild den Stundenverlauf wieder.Die abs
hlieÿende Phase, die je na
h zeitli
hem Rahmen ausgedehnt werden kann, dient der Festigung derheutigen Erarbeitungen im Lehrer-S
hüler-Gesprä
h. Die S
hüler sollen dabei die ausgeführten Arbeitss
hrittedieser Stunde mit denen verglei
hen, die in den vergangenen Stunden vorgenommen wurden. Dadur
h soll derwesentli
he Unters
hied zwis
hen den beiden Projektionen herausgearbeitet werden. An dieser Stelle ist einErfolg zu verzei
hnen, wenn die S
hüler eigenständig erkennen, dass die Darstellung der Abbildung dur
h eineMatrix bei der Zentralprojektion ni
ht mögli
h ist. Die Begründung soll über die Eigens
haft einer linearenAbbildung, parallele Objekt-Geraden in parallele Bild-Geraden zu überführen, erfolgen.
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6.2.6 Geplantes Tafelbildlinke Tafelhälfte:
x

A

P

x3

1x

2

P ’

A � Augpunktx 2-x 3-Ebene � Bildebene

re
hte Tafelhälfte:allgemeine Koordinaten des Bildpunktesin der x 2-x 3-Ebene:
~p′ =





a1

a2

a3



 +
−a1

a1 − p1





a1 − p1

a2 − p2

a3 − p3





Tafelmitte: Die ZentralprojektionEbene, in die abgebildet wird: E : −→x = σ ·





0
1
0



 + µ ·





0
0
1



Gerade dur
h Augpunkt A und Objektpunkt (z.B. P): gAP : −→x =





a1

a2

a3



 + λ ·





a1 − p1

a2 − p2

a3 − p3



Bildpunkt P' : S
hnittpunkt der Geraden g mit der x 2-x 3-Ebene, d.h.:




a1

a2

a3



 + λ ·





a1 − p1

a2 − p2

a3 − p3



 = σ ·





0
1
0



 + µ ·





0
0
1





6.2.7 Grobplanung des Unterri
htsverlaufsUnterri
htsstufe/Sozialform Geplante Lehreraktivität Erwartetes S
hülerverhalten Medien
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EinstiegS
hülerexperiment • bittet einen S., die si
htba-ren E
ken des Da
hes unter-halb des Fensters dur
h Kle-bepunkte zu markieren u.diese dur
h Linien zu ver-binden • ein(e) S
hüler(in) führt Experi-ment aus Fenster,Klebe-punkte,Boardmar-ker
HinführungL-S-Gesprä
h • fragt na
h Unters
hied zumBild, wel
hes bei der Paral-lelprojektion entstanden ist

• fragt na
h mögli
hen Ursa-
hen
• Tiefenlinien sind ni
ht parallel(Tiefenwirkung)
• erkennen, dass der Gegenstandin unser Auge �abgebildet� unddass somit die Ri
htungen derGeraden zwis
hen Objekt undBild im Gegensatz zur Parallel-projektion ni
ht alle glei
h sind Fenster

Erarbeitung 1S-S-Gesprä
h,L-S-Gesprä
h
• fordert Darstellung der Pro-jektion im Tafelbild analogzum Li
htstrahlenmodell beider Parallelprojektion
• benennt diese Projektion alsZentralprojektion
• führt Begri�e Augpunktund Bildebene ein

• ein S. skizziert die Projektion imTafelbild
• eventuell benennt ein S. die-se Abbildung als die aus demKunstunterri
ht bekannte Zen-tralprojektion bzw. perspektivi-s
he Abbildung Tafel

Erarbeitung 2L-S-Gesprä
h
• formuliert Ziel: Bildpunktauf der entspre
henden Ebe-ne bestimmen � Vorgehens-weise?
• fordert die Benennungder zur Bildpunktbestim-mung nötigen Sa
hverhalte(Ebenen- u. Geradenglei-
hung; Glei
hsetzungsver-fahren)

• erarbeiten im Gesprä
h, dassder gesu
hte Bildpunkt in die-sem Spezialfall der Spurpunktder Gerade ist, die dur
h Aug-punkt und Objekt eindeutig be-stimmt ist
• geben Ebenen- u. Geradenglei-
hung an und setzen sie glei
h Tafel

Erarbeitung 3S
hülerstillarbeit • beaufsi
htigt Stillarbeit,gibt individuelle Hilfestel-lungen • bere
hnen den Parameter in derGeradenglei
hung und damit dieKoordinaten des Bildpunktes S
hüler-unter-lagen;Tafel25



Ergebnissi
herungL-S-Gesprä
h • fragt na
h Ergebnissen derRe
hnung • ein S. s
hreibt Ergebnis an Tafel S
hüler-unter-lagen;TafelMinimalziel HA: Bere
hne und zei
hne die Bildpunkte, die bei der Zentralprojektion desDa
hes in die x 2-x 3-Ebene entstehen, wenn folgende Koordinaten (...) gegebensind!FestigungL-S-Gesprä
h • fragt na
h wesentli
hen Ei-gens
haften dieser Abbil-dung, insbesondere im Ver-glei
h zur Parallelprojektion • rekapitulieren Entwi
klungder Abbildungsvors
hrift undverglei
hen die mathematis
heStruktur mit der Parallelpro-jektion TafelMaximalziel HA: siehe Minimalziel
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6.3 Aufgabensammlung6.3.1 Aufgaben zur ParallelprojektionP1) Im R3 ist ein Würfel dur
h seine Objektmatrix gegeben:
M =









A B C D E F G H

0 1 1 0 0 1 1 0
0 0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 0 1 1 1 1







_a) Stellen Sie die Situation in einer Pseudo-3D-Gra�k dar. Der Würfel soll in (senkre
hter) Parallel-projektion in Ri
htung GA betra
htet werden. Dafür geht man folgendermaÿen vor:i) Der Würfel wird zunä
hst so weit um die x3-A
hse gedreht, dass der Punkt G in die x1-x3-Ebene fällt.ii) Der Würfel wird dana
h so weit um die x2-A
hse gedreht, dass der Punkt G auf die x3-A
hsefällt._b) Geben Sie Sinus und Cosinus der Winkel bei i) und ii) an._
) Geben Sie eine Matrix an, die die oben bes
hriebene Abbildung vermittelt._d) Wenden Sie diese Matrix auf die Objektmatrix an._e) Zei
hnen Sie die erhaltene Projektion auf die x1-x2-Ebene._f) Man könnte den Würfel au
h um die zweite Winkelhalbierende der x1-x2-Ebene drehen, so dass Gauf die x3-A
hse fällt. Würde dadur
h das Glei
he bewirkt wie oben unter i) und ii) angegeben?6.3.2 Aufgaben zur ZentralprojektionZ1) Vom Augpunkt −→a =





a1

a2

a3



 aus soll eine Zentralprojektion eines beliebigen Punktes −→p =





p1

p2

p3



 des R3 auf die x2-x3-Ebene E23 dur
hgeführt werden.a) Leiten Sie einen Term für den Bildpunkt ~p′ her (allgemein).b) Eine Pyramide wird gegeben dur
h die Objektmatrix M =









A B C D E

1 0 −1 0 0
0 1 0 −1 0
0 0 0 0 4









. Projizie-ren Sie von −→a = 2 · (−→e1 + −→e2 + −→e3) aus und zei
hnen Sie die erhaltene Projektion der Pyramideauf die x2-x3-Ebene.
) Wo liegt der x2-x3-Flu
htpunkt der Bildgeraden von BC bzw. AD?[FluP(AD)=2·e3℄ 27




') Wo liegt der x2-x3-Flu
htpunkt der Bildgeraden von AB bzw.CD?[FluP(AB)= 4·e2+ 2·e3℄Z2) Im R3 ist eine quadratis
he Säule (Prisma) dur
h ihre Objektmatrix gegeben:
M =









A B C D E F G H

0 1 0 −1 0 1 0 −1
1 2 3 2 1 2 3 2
1 1 1 1 1, 5 1, 5 1, 5 1, 5







a) Vom Augpunkt −→a =





−2
6
2



 aus wird die Säule zentral in die 1-3-Ebene projiziert. ErmittelnSie die Bildmatrix (zunä
hst formal, dann erst Zahlenwerte!) und stellen Sie die Ansi
ht in der1-3-Ebene in einer Zei
hnung dar. (Verde
kte Kanten bitte stri
heln!)b) Ermitteln Sie die Flu
htpunkte der Kanten der Säule (zunä
hst formal, dann erst Zahlenwerte!)und verglei
hen Sie mit Ihrer Zei
hnung.Z3) Die E
k-Koordinaten eines �Häus
hens� werden dur
h die Objekt-Matrix
M =









A B C D E F G H I J

2 2 0 0 2 2 0 0 1 1
0 6 6 0 0 6 6 0 0 6
0 0 0 0 4 4 4 4 6 6







bes
hrieben. Vom Augpunkt −→a =





5
8
7



 aus wird eine Zentralprojektion in die 2-3-Ebene dur
h-geführt.a) Bere
hnen Sie die Koordinaten der Bildpunkte und zei
hnen Sie die Ansi
ht in der 2-3-Ebene.( x2= − 6 . . . 9; x3= − 5 . . . 8 )b) Zei
hnen und bere
hnen Sie den Flu
htpunkt der Tiefenlinien (z.B. AD). [(8;7)℄[A
htung: �Tiefe� hängt ab von der Zei
hnungskonvention, hier: x1 na
h vorne℄
) Bere
hnen Sie den Flu
htpunkt der auf den Beoba
hter zu laufenden Da
hkanten (EI, FJ).[A
htung: (s.o.)!℄Z4) Ein Würfel der Seitenlänge 2 steht mit seiner Grund�ä
he (�Boden�) auf der 1-2-Ebene, so dassdie vier E
ken der Grund�ä
he auf der ersten und zweiten Winkelhalbierenden liegen.a) Der Würfel wird nun um die x3-A
hse um 45◦ gedreht. Geben Sie die Objektmatrix des gedrehtenWürfels an.b) Der gedrehte Würfel aus Teilaufgabe a wird nun vom AugpunktA(5; 1; 3) zentral in die 1-3-Ebeneprojiziert. Ermitteln Sie die Bildmatrix und stellen Sie die Projektion gra�s
h dar (verde
kteKanten bitte stri
heln). 28




) Ermitteln Sie (re
hneris
h) die Flu
htpunkte, die für diese Projektion relevant sind und verglei-
hen Sie mit Ihrer Zei
hnung.Z5a) Vom Augpunkt −→a aus soll ein beliebiger Punkt −→p des Raumes in die Ebene E :−→n • −→r = dprojiziert werden (Zentralprojektion). Zeigen Sie, dass der Bildpunkt gegeben wird dur
h:
−→p ′ = −→a +

d −−→n • −→a
−→n • (−→p −−→a )

· (−→p −−→a )[Tipp: Wählen Sie den Augpunkt als Aufpunkt!℄Ab jetzt soll es si
h speziell um eine Zentralprojektion von einem Augpunkt auf der x2-A
hse in die x1-x3-Ebene handeln.b) Was kann man nun über −→a , −→n und d aussagen?
) Zeigen Sie, dass in diesem Spezialfall der Bildpunkt gegeben wird dur
h: −→p ′ = a2

a2−p2

·





p1

0
p3



Ein Würfel der Kantenlänge 2 besitzt folgende Objektmatrix:
M =









A B C D E F G H

0 2 2 0 0 2 2 0
0 0 2 2 0 0 2 2
0 0 0 0 2 2 2 2









d1) Der Würfel soll (zentral) vom Augpunkt A(0; 6; 0) in die x1-x3-Ebene projiziert werden. ErmittelnSie die Bildmatrix und zei
hnen Sie das in der x1-x3-Ebene erhaltene Bild, (verde
kte Kanten bittestri
heln).(Nur die Bildebene zei
hnen, keine 3D-Darstellung der Situation!)
d2) Ermitteln Sie (re
hneris
h) den Flu
htpunkt von Parallelen zur x2-A
hse.e) Betra
hten Sie in der Formel aus Teilaufgabe 
 den Grenzfall, dass der Augpunkt si
h (auf derx2-A
hse) von der Projektionsebene beliebig weit entfernt. Um was für eine Art von Projektionhandelt es si
h nun? Wie lautet die Glei
hung?
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